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Раздел 3. Основные понятия векторной алгебры, исполь-

зуемые при описании электромагнитного поля. Векторный 

магнитный потенциал 

 

В этом разделе мы очень кратко, без доказательств, напомним о тех 

основных понятиях и выражениях векторной алгебры, которые окажутся 

нам полезными при расчетах электромагнитных полей. 

 

Скалярное и векторное произведения двух векторов 

 

Скалярное произведение: 

( ) ( )ababba = cos     (3.1) 

Векторное произведение: 

  ( )ababccbaba === sin; ,   (3.2) 

Вектор c направлен перпендикулярно плоскости, в которой располо-

жены векторы a  и b , при этом направление c  таково, что если смотреть с 

конца вектора-произведения c  на плоскость, в которой расположены векто-

ры-сомножители a  и b , то перемещение от первого вектора, a , ко второму, 

b , по кратчайшему пути (поворот на угол  ) должно происходить про-

тив часовой стрелки (рис. 3.1). 

 

Рис. 3.1. Векторное произведение двух векторов 
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С помощью векторного произведения в виде вектора можно предста-

вить любую площадку. 

 

 

Рис. 3.2. К определению вектора площадки 

 

Участок бесконечно тонкой оболочки (рис. 3.2) может рассматривать-

ся как часть двусторонней поверхности. Таким образом, этот участок пред-

ставляет собой совокупность двух площадок, в случае на рис. 3.2 – «верх-

ней» с нормалью 1n  и «нижней» с нормалью 2n . Выражения для векторов 

площадок записываются следующим образом: 

111 nSS =  и 222 nSS = . 

Очевидно, 
21

SS =  и вектор двусторонней площадки 
21

SSS +=  равен 

нулю: 

( ) 0211221 =+=+= nnSSSS , где 
2112

SSS == . 

Отсюда следует, что вектор любой замкнутой поверхности равен ну-

лю. 

Свойства произведений: 

– скалярного: 

– коммутативность: 

( ) ( )abba =          (3.3) 

– дистрибутивность: 
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( ) cabacba +=+         (3.4) 

– ассоциативность относительно скалярного множителя, но не относи-

тельно векторного: 

( ) ( )
( ) ( ) 







=

cbacba

bambam
 -        (3.5) 

- скалярное произведение может быть представлено через проекции 

векторов на координатные оси: 

( )
zzyyxx

babababa ++=  .      (3.6) 

Часто используемое свойство скалярного произведения двух векторов: 

baba ⊥= 0 . 

С помощью скалярного произведения «вектора» оператора Гамильто-

на на какой-либо вектор можно записать дивергенцию вектора. Например, 

для вектора индукции магнитного поля: 

( )
z

B

y

B

x

B
BqBqBq

z
q

y
q

x
q

BBdiv

zyx

zzyyxxzyx



+




+




=++












+




+




=

==

  

Свойства векторного произведения: 

– отсутствие коммутативности: 

   abba −=          (3.7) 

- ассоциативность относительно скалярного множителя, но не относи-

тельно векторного: 

   
     







=

cbacba

bambam
 -        (3.8) 

- дистрибутивность: 

     cabacba +=+,        (3.9) 

– векторное произведение может быть представлено через проекции 

векторов на координатные оси: 

  ( ) ( ) ( )
yxyxzxzxzyzyzyx

abbaqabbaqabbaqba −+−+−=   (3.10) 
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или 

 
zyx

zyx

zyx

bbb

aaa

qqq

ba =      (3.11) 

Часто используемое свойство векторного произведения двух векторов: 

  bпараллеленaba = 0  

 

Векторные функции одного скалярного аргумента 

 

Векторная функция a скалярного аргумента t в декартовой системе 

координат и ее производная выражаются следующим образом: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )










−+
=

++=

→ t

tatta

dt

ad

taqtaqtaqta

t

xxxxxx

0
lim

   (3.12) 

Свойства производных и правила дифференцирования: 

( )
dt

bd

dt

ad

dt

bad
+=

+
;      (3.13) 

( ) ( )  ( )
( )

( )
dt

tdm
ta

dt

tad
m

dt

tatmd
+= ,     (3.14) 

где ( )tm  – скалярная функция; 

( )










+










=

dt

bd
ab

dt

ad

dt

bad
;     (3.15) 

 








+








=

dt

bd
ab

dt

ad

dt

bad
.      (3.17) 

 

Векторные и скалярные поля 

 

Поле некоторой величины ( a  или a ) характеризуется тем, что каждой 

точке пространства ставится в соответствие определенное значение этой 
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величины. В зависимости от того, скаляром или вектором является эта вели-

чина, соответствующие поля называются скалярными или векторными. 

Примеры полей: 

 – скалярных: поле температуры, поле плотности вещества, поле 

электрической проводимости и т.д. 

 – векторных: поле сил, поле скоростей, поле вектора напряжен-

ности электрического поля, поле вектора плотности тока и т.д. 

Важным является понятие радиус-вектора r  – вектора, проведенного 

из начала координат в точку наблюдения Р. Рассматриваемый в качестве ар-

гумента скалярной или векторной функции, радиус-вектор позволяет выра-

зить скалярные и векторные поля в виде: ( )r  или ( )rA . 

В декартовой системе координат векторное поле может быть задано 

тремя скалярными функциями: ( )rA
x

, ( )rA
y

 и ( )rA
z

.  

Как скалярные, так и векторные поля могут как не зависеть от време-

ни, и в этом случае они называются стационарными, так и зависеть от него 

(нестационарные поля: ( )t  и ( )tA ).  

 

Графическое изображение полей 

 

Скалярные поля можно изображать в виде совокупности эквипотен-

циальных поверхностей. Если поле изображается в некотором плоском се-

чении, то следы пересечения эквипотенциальных поверхностей с плоско-

стью сечения образуют эквипотенциальные линии, т.е. линии, на которых 

функция имеет одно и то же значение. На рис. 3.3 показана картина скаляр-

ного поля, причем значения потенциала   на соседних эквипотенциалях от-

личаются на одну и ту же величину  . 

Уравнение эквипотенциальной поверхности (иногда говорят поверх-

ности уровня): 

( )
0

= zyx ,,  
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Рис. 3.3. Эквипотенциали скалярного поля ( )r  

 

Векторные поля изображаются в виде картин линий поля (в примене-

нии к электрическим и магнитным полям обычно говорят о картинах сило-

вых линий): 

 

 

Рис. 3.4. Силовая линия векторного поля ( )rA  

 

В любой точке линии поля ( )rA  векторная величина A  направлена по 

касательной к ней. С помощью понятия векторного произведения это мож-

но записать следующим образом: 

( )  0=rAdr  
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Используя (3.11), несложно показать, что в декартовой системе коор-

динат 

zyx
A

dz

A

dy

A

dx
==      (3.18) 

Силовая трубка (трубка поля) – это понятие обычно используется при 

расчете потоков и магнитных проводимостей. Силовая трубка – это часть 

пространства, ограниченная непрерывной поверхностью, образованной си-

ловыми линиями. На рис. 3.5 показана силовая трубка магнитного поля. В 

точках Р1 и Р2 векторы индукции 
1

В  и 2В  направлены по касательным к си-

ловой линии, проведенной на поверхности силовой трубки пунктиром. 

 

Рис. 3.5. Силовая трубка магнитного поля 

 

Градиент скалярной функции 

 

Пусть задано скалярное поле ( )r . Возьмем производную функции 

( )r  по направлению s  : 

Рис. 3.6. К выводу выражения для градиента 



 8 

( ) ( )
s

rrdr

s s 

−+
=




→ 0

lim .   (3.19) 

Запишем выражение для производной через проекции на координат-

ные оси: 

ds

dz

zds

dy

yds

dx

xs 


+




+




=




.    (3.20) 

Но 

( ) ( ) ( ),,cos,,cos,,cos
zyx

qs
ds

dz
qs

ds

dy
qs

ds

dx
===  (3.21) 

где s  – единичный вектор направления перемещения. 

Вектор перемещения ds  также выразим через проекции на оси коор-

динат: 

dzqdyqdxqds
zyx

++=     (3.22) 

 

Рис. 3.7. Представление вектора ds  через проекции на оси координат 

 

Заметим, что скалярные произведения типа ( )dsq
x

 могут быть записа-

ны следующим образом: 

( ) ( )
xx

qsdsdxdsq ,cos==  .  (3.33) 

С учетом этого 
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( ) ( ) ( )
zyx

qs
z

qs
y

qs
xs

,cos,cos,cos 



+




+




=




  (3.24) 

Правая часть этого выражения представляет собой не что иное, как 

проекцию некоторого вектора 
z

q
y

q
x

q
zyx



+




+




 на направление вектора 

s . Проекция этого вектора на направление вектора s  есть скалярное произ-

ведение этих векторов, таким образом: 

s
z

q
y

q
x

q
s

zyx 











+




+




=




.   (3.25) 

Вектор, стоящий в (3.25) в качестве первого сомножителя, называется 

градиентом – он показывает направление быстрейшего возрастания скаляр-

ной величины   и по абсолютной величине равен производной   в этом 

направлении. 

z
q

y
q

x
qgrad

zyx



+




+




= .   (3.26) 

Частная производная   по направлению s  есть s-ая компонента гра-

диента: 

( ) ==



s

gradgrads
s

    (3.27) 

Положив ns = , где n  - нормаль к линии уровня, легко показать, что 

n
n

grad



= .     (3.28) 

Несколько полезных формул, связанных с градиентом: 

( )ns
ns

,cos



=




     (3.29) 

222













+












+












=

zyx
grad    (3.30) 

( ) +=+ gradgradgrad     (3.31) 

( ) += gradgradgrad    (3.32) 

( )( ) ( ) = gradFFgrad .    (3.33) 
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Таким образом, рассматривая скалярное поле, мы определили связан-

ное с ним векторное поле – поле градиента. 

Вектор, являющийся градиентом некоторого скаляра  , называется 

потенциальным вектором, а скаляр   - потенциалом. 

Геометрическая интерпретация градиента дается рисунком 3.8. 

 

 

Рис. 3.8. Изображение градиентов двух- и трехмерного полей 

 

Часто градиент выражают с помощью оператора Гамильтона  : 

z
q

y
q

x
q

zyx



+




+




= ,   (3.34) 

=grad      (3.35) 

Говоря об операторе Гамильтона, следует иметь в виду, что это имен-

но оператор (т.е. символ, обозначающий выполнение некоторой операции 
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над величиной, называемой операндом), но не вектор. Однако использова-

ние его как вектора в выражениях скалярного и векторного произведений 

позволяет записывать результаты действий в более краткой форме. Напри-

мер, умножение (3.34) на скаляр   и использование свойства (3.6) позволяет 

получить (3.35). 

Так же формально выполнив действия, соответствующие скалярному 

произведению «вектора»   на вектор индукции магнитного поля, получим 

выражение для скалярной величины Bdiv : 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) =+



















+




















+




















=

=++











+




+




=


zzxyyxxxx

zzyyxxzyx

Bq
x

qBq
x

qBq
x

q

BqBqBq
z

q
y

q
x

qB

 

Bdiv
z

B

y

B

x

B
zyx =




+




+




=      (3.36) 

Таким же образом можно показать, что 

 aarot = .     (3.37) 

Используя выражение (3.10) для векторного произведения, с помощью 

оператора Гамильтона можно получить выражение ротора через составля-

ющие вектора по координатным осям: 













−




+












−




+












−




=

y

a

x

a
q

x

a

z

a
q

z

a

y

a
qarot xy

z

zx

y

yz

x
  (3.38) 

Введение условного вектора   позволяет не только сократить запись 

выражений, но и, пользуясь свойствами скалярного и векторного произве-

дений и других операций векторной алгебры, выявлять важные свойства 

рассматриваемых полей. 

Например, найдем в декартовых координатах ротор градиента неко-

торой скалярной величины  : 

 



 12 

( )  0=











−




+












−




+












−




==

zyx
q

yxxy
q

xzzx
q

zyyz
  

          (3.39) 

Как следует из (3.39), поле (вектора) градиента некоторой скалярной 

величины не имеет ротора, т.е. является безвихревым. 

Верно и обращенное утверждение: если ротор вектора равен нулю, 

существует скалярный потенциал, характеризующий поле этого вектора. 

Еще один пример. Найдем дивергенцию ротора некоторого вектора a : 

  ( )( )

0

38.3

=



−




+




−




+




−




=

=





















+




+




=

zy

a

zx

a

yx

a

yz

a

xz

a

xy

a

частьправая
z

q
y

q
x

qa

xyzxyz

иепроизведенскалярное

zyx

  
 (3.40) 

Вывод: дивергенция ротора (вектора) всегда равна нулю.  

Верно и обращенное утверждение: если дивергенция вектора равна ну-

лю, этот вектор является ротором некоторой другой векторной величины, 

которая в этом случае называется векторным потенциалом. 

brotaadiv == 0 .    (3.41) 

Вспомним, что согласно третьему уравнению Максвелла 0=Bdiv . В 

соответствии с (3.41) 

ArotB = .     (3.42) 

Векторная функция A , называемая векторным магнитным потенциа-

лом, широко используется при описании электромагнитного поля.  

Выражение (3.42) можно рассматривать как формальное определение 

векторного магнитного потенциала. Физический смысл этой векторной 

функции удобно выявить на примере. Рассмотрим цилиндрический провод с 

равномерно распределенной по его сечению плотностью тока, изображен-

ный на рис. 3.9 (пример взят из книги В.А. Говоркова «Электрические и 

магнитные поля», Связьиздат, 1951). 
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Рассмотрим поле провода в цилиндрической системе координат 

(r, z, θ). 

 

Рис. 3.9. К выводу выражения для векторного магнитного потенциала цилиндриче-

ского провода с постоянной плотностью тока (пример из книги В.А. Говоркова) 

 

Применим закон полного тока к контуру в виде окружности радиуса r, 

проведенной на поперечном сечении внутри провода (r < R): 

 −
=

r
IdlB

0

1


    (3.43) 

В силу симметрии модуль вектора индукции не зависит от угловой 

координаты θ: 


= lBB ,     (3.44) 

где l  - единичный вектор в точке (r, z, θ), направленный по касатель-

ной к окружности радиуса r. 

С учетом этого 




=




1
2

1
rBdlB  .   (3.45) 

Ток, протекающий через часть проводника, охваченную контуром: 

2

2

0 







==

−
R

r
IrjI

zr
,     
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откуда, учитывая (3.43) и (3.45): 

2

1
2 








=





R

r
IrB      (3.46) 

и 

r
R

I
BB

22


==


     (3.47) 

Воспользовавшись выражением ротора в цилиндрических координа-

тах (рекомендуем в качестве справочного пособия: А.А. Татур, Основы тео-

рии электромагнитного поля, «Высшая школа», 1989), с учетом условий 

симметрии получим: 

  ( )
zzz

z qjq
R

I

r

q
rB

r
B =




=




=

 2
   (3.48) 

После деления на  : 

 
zz

qjH =      (3.49) 

Поскольку ротор поля не равен нулю, вектор H  не может быть пред-

ставлен в виде градиента какой-либо скалярной величины (см. (3.39)), и, 

следовательно, поле внутри провода с током является вихревым. 

Найдем выражение для векторного магнитного потенциала. 

 



=




=




−== l

rj
l

r

rj
l

r

A
AB zzz

22

2

 

Здесь учтено, что по условиям симметрии задачи векторный магнит-

ный потенциал имеет только z-ую составляющую. Доказать это несложно, 

рассмотрев две точки, расположенные на одной прямой, параллельной оси 

провода (т.е. оси z) и рассчитав сумму составляющих векторного магнитно-

го потенциала в некоторой третьей точке, расположенной, например, между 

ними. При этом следует учесть, что значения векторов индукции в двух вы-

бранных точках одинаковы, и то, что векторы индукции, являясь роторами, 

определенным образом ориентированы относительно площадок, на конту-

рах которых рассчитываются циркуляции векторного магнитного потенциа-

ла.  
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После интегрирования: 

const
rj

A z

z
+


−=

4

2

 

и, если считать, что на оси провода векторный магнитный потенциал равен 

нулю, 

4

2rj
qAA z

zz


−== .    (3.50) 

Далее, вычислим циркуляцию векторного магнитного потенциала по 

замкнутому контуру ONN1O1O (приняв, что OO1 = NN1 = ед. длины) и при-

меним теорему Стокса: 

  =
Sl

dsAdlA      (3.51) 

и, поскольку ArotB = , 

 =
Sl

dsBdlA .     (3.52) 

Выражение (3.52) позволяет сделать важный вывод: циркуляция век-

торного магнитного потенциала по замкнутому контуру равна потоку векто-

ра магнитной индукции через площадку, ограниченную этим контуром. 

Закончим с вычислением циркуляции A : 

( ) ( ) ( ) ( ) 
0

1

0

111

0

1111
OOqAONqANNqAONqAdlA

zOOzzONzzNNzzONzl
+++=  

Учитывая (3.50) и то, что 1
1

−=NN , получим: 

( )
4

2

1

Rj
A z

NNz


−=     (3.53) 

Итак, циркуляция векторного магнитного потенциала по рассматрива-

емому контуру равна магнитному потоку, замыкающемуся внутри провода 

(напомним, что силовые линии поля представляют собой окружности с цен-

тром на оси провода): 





=


==

)11 44

2

OONN

z

внутр

IRj
dlA    (3.54) 
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Посмотрим, каким уравнением описывается распределение векторно-

го магнитного потенциала по поперечному сечению проводника с током при 

constqjj
zz
== . 

Воспользуемся первым и седьмым уравнениями Максвелла и выраже-

нием вектора индукции через векторный магнитный потенциал: 

jHrot = , 

HB = , 

ArotB = . 

Умножим первое уравнение на   и учтем второе и третье уравнения: 

( ) ( ) jArotrotBrotHrotHrot ==== . 

Поскольку в рассматриваемом случае вектор плотности тока коллине-

арен оси z, отлична от нуля только z-ая составляющая ротора: 

( )
zz

jArotrot = . 

Выразив проекцию ротора на ось z через частные производные по 

направлениям координатных осей, получим: 

( ) ( )

zz

zz

yzzx

xy

jA
y

A

x

A

z

A

y

A

yx

A

z

A

x
Arot

y
Arot

x

=−=



−




−=

=











−








−












−








=




−





2

2

2

2

2
 

или в стандартной форме: 

z

zz j
y

A

x

A
−=




+




2

2

2

2

.    (3.55) 

Выражение (3.55) представляет собой уравнение Пуассона – одно из 

классических дифференциальных уравнений в частных производных второ-

го порядка, методы решения которых изучаются в математической физике. 

Проверим, удовлетворяет ли найденное распределение векторного 

магнитного потенциала по поперечному сечению провода (см. (3.50)) урав-

нению Пуассона: 
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( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
zzz

zz

zz

j
y

y

x

x
j

y

y

x

x
j

yx
j

y

yx
j

x

r
j

y

r
j

x

−=











+




−=












+




−=

=












 +
−




+













 +
−




=

=







−




+








−





22

4

1

4

1

44

44

2

22

2

22

222

2

2222

2

2

2

2

22

2

2

 

Таким образом, уравнение Пуассона выполняется. 

Найдем теперь распределение индукции по поперечному сечению 

провода с током, рассматривая вектор индукции как ротор векторного маг-

нитного потенциала. 

=






 +
−




−







 +
−




=












−












=

=











−




+












−




+












−




==

44

2222 yx
j

x
q

yx
j

y
q

x

A
q

y

A
q

y

A

x

A
q

x

A

z

A
q

z

A

y

A
qArotB

zyzx

z

y

z

x

xy

z

zx

y

yz

x

 

( ) ( ) 


=−


=−−= lr
j

qyqx
j

qxqyj z

xy

z

yxz
22

22
4

1
 (3.56) 

что согласуется с (3.47). 

 

Рис. 3.10. Распределение В и А внутри провода с током 



 18 

Физический смысл векторного магнитного потенциала для плоскопа-

раллельного поля, картины которого повторяются в плоскостях, параллель-

ных плоскости поля (на рис. 3.11 в качестве такой плоскости взята коорди-

натная плоскость xOy), состоит в том, что магнитный поток через площадку 

единичной длины, построенную на отрезке 12, соединяющем точки 1 и 2, 

равен разности векторных магнитных потенциалов в этих точках: 

z

zzz
l

AAA 12

21


=−= . 

Как видно из рис. 3.11, силовые линии плоскопараллельного поля яв-

ляются эквипотенциалями векторного магнитного потенциала. Это неслож-

но доказать, имея в виду, что магнитный поток постоянен по длине силовой 

трубки, и то, что циркуляция векторного магнитного потенциала по контуру 

равна магнитному потоку через площадку, которую этот контур ограничи-

вает. 

 

 

Рис. 3.11. Физический смысл векторного магнитного потенциала 

 плоскопараллельного поля 
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Поле вне проводника с током (продолжение примера) 

 

Продолжим рассмотрение поля проводника с током и найдем распре-

деление индукции и векторного магнитного потенциала в пространстве, 

окружающем провод. 

По условиям симметрии поле вне провода также имеет только танген-

циальную составляющую: 


= lBB . Для окружности с центром на оси про-

вода и с радиусом Rr 
1

 из закона полного тока следует: 

1
2 r

I
B




=


     (3.57) 

Таким образом, магнитная индукция во внешней области распределя-

ется совершенно иначе, чем внутри проводника. Начиная от максимального 

значения на поверхности провода ( )Rr =
1

, индукция убывает обратнопро-

порционально расстоянию от его оси. Напомним, что внутри провода ин-

дукция возрастает пропорционально расстоянию от оси.  

Поскольку вне провода плотность тока равна нулю, 0=Brot  (что сле-

дует из первого уравнения Максвелла) и, следовательно, поле в этой области 

потенциально. Скалярный потенциал, характеризующий безвихревое маг-

нитное поле, будем называть магнитным и будем обозначать его   (иногда, 

чтобы подчеркнуть, что речь не идет о потокосцеплении, в обозначении по-

тенциала мы будем использовать индекс m): 

( )
m

gradBH −=


=
1

   (3.58) 

С помощью скалярного магнитного потенциала удобно описывать 

безвихревые магнитные поля, т.е. поля вне проводов с токами (вне обмоток 

электрических машин и вне тех элементов конструкции, в которых наводят-

ся вихревые токи, если эти токи учитываются в расчете). Важнейшей такой 

областью в электрической машине является зазор между сердечниками (ча-

сто говорят – воздушный зазор, хотя в действительности зазор может быть 
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заполнен как немагнитным (например, в жидкометаллических электромаг-

нитных насосах), так и магнитным (например, магнитной жидкостью) мате-

риалом. Скалярный магнитный потенциал – весьма продуктивное понятие, и 

в дальнейшем мы часто будем использовать его при рассмотрении аналити-

ческих методов решения полевых задач. 

 

 

Рис. 3.12. Картина эквипотенциалей, векторы градиента скалярного магнит-

ного потенциала и напряженности магнитного поля 

 

Найдем теперь распределение векторного магнитного потенциала при 

Rr 
1

. 

Учитывая, что в силу симметрии векторный магнитный потенциал 

имеет в рассматриваемом случае только z-ю составляющую, и выражение 

для Arot  в цилиндрических координатах в этом случае упрощается, полу-

чим: 

 





==




−== l

r

I
lBl

r

A
AB z

11
2

, 

откуда 

1

1
2

r
r

I
A

z





=  

и после интегрирования: 
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constr
I

A
z

+



−=

1
2

ln .   (3.59) 

Воспользовавшись полученным ранее выражением векторного маг-

нитного потенциала внутри провода для Rr =
1

, определим постоянную в 

(3.59): 




−=


−=+




−

442

2
IRj

constR
I

zln , 

откуда 









−




=

2

1

2
R

I
const ln , 

и окончательно 

zzzz
q

r

RI
q

r

RI
qAA 








+




−=








−




==

2

1

22

1

2
11

lnln   (3.60) 

Заметим, что во всей рассматриваемой области, как внутри проводни-

ка, так и вне его, векторный магнитный потенциал отрицателен. Это объяс-

няется тем, что нулевое значение потенциала приписано оси проводника. 

Обычно в подобного рода задачах ноль потенциала назначается на внешней 

границе области.  

Найдем теперь распределение скалярного магнитного потенциала. В 

цилиндрических координатах: 

( )
z

mm

r

m

mm
q

z
l

r
l

r
grad




−




−




−=−=−



11

1
. 

Учитывая, что 


= lBB , упростим это выражение: 


=




−=− lHl

r

m

m

1

1
, 

откуда 

11
2

1

r

I

r

m


=




−       и      


−= d

I
d

m
2

 

и после интегрирования 
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const
I

m
+


−=

2
. 

 

 

Рис. 3.13. Поле цилиндрического провода с током. Картина поля, распределения 

индукции и векторного магнитного потенциала по радиальному направлению. Ре-

зультаты получены с помощью конечно-элементной программы FEMM 
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Из полученного выражения следует, что эквипотенциальные поверх-

ности – радиальные плоскости (плоскости, проходящие через ось цилиндри-

ческого провода).  

Если принять, что 0=
m

 на плоскости 0= , то 0=const . 

Следовательно, 




−=
2

I
m

 .    (3.61) 

Для того чтобы исключить неоднозначность скалярного магнитного 

потенциала, запретим многократный обход вокруг провода, ограничив из-

менение угловой координаты:  20 . 

В дальнейшем скалярный магнитный потенциал будет использован 

нами для определения такого важного понятия, как магнитодвижущая сила 

(МДС). В частности, будет показано, что если на поверхности сердечника 

располагается линейный ток (провод с током, имеющий бесконечно малое 

поперечное сечение), то участки сердечника по обе стороны от места при-

ложения тока имеют скалярные магнитные потенциалы, отличающиеся на 

величину этого тока (рис. 3.14). Это означает, что при заданном распределе-

нии токов по поверхностям сердечников, ограничивающих зазор машины, 

мы можем построить распределение МДС зазора и, выполнив гармониче-

ский анализ, найти амплитуду основной (рабочей) и дополнительных (как 

правило, ухудшающих работу машины) гармоник МДС. 

 

Рис. 3.14. Распределение скалярного магнитного потенциала по поверхностям сер-

дечников электрической машины 
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Зная распределение скалярного магнитного потенциала по поверхно-

стям сердечников, можно рассчитать магнитные потоки и значения индук-

ции на отдельных участках воздушного зазора. Так, например, на участке 

зазора шириной x  поток   равен: 

=











==


l

x
l

00
, 

где   - магнитная проводимость рассматриваемого участка зазора, Гн, 


l - 

расчетная длина машины, м,   - коэффициент магнитной проводимости, 

  - разность скалярных магнитных потенциалов сердечников на рассмат-

риваемом участке зазора, равная в данном случае (при том, что потенциал 

нижнего сердечника принят равным нулю) потенциалу верхнего сердечника 

на участке «до тока»; направление обхода области задачи на рисунке пока-

зано штриховой линий – оно выбирается таким образом, чтобы область все-

гда была слева. 

Индукция на рассматриваемом участке зазора: 




=




=







=




=







00

0

1 I

xl

x
l

lx
B    (3.62) 

 

Общее выражение для векторного магнитного потенциала 

 

Получим теперь общее выражение для векторного магнитного потен-

циала. Выведенное ранее выражение (3.60) относится к конкретному приме-

ру (цилиндрический провод с равномерно распределенной по его сечению 

плотностью тока) и, к тому же, соответствует ограничивающему общность 

условию равенства нулю потенциала на оси провода.  

Приведенный ниже вывод основывается на подходе, изложенном в 

книге И.Е. Тамма «Теория электричества». 

По закону Био-Савара вклад элемента тока с плотностью тока на сече-

нии j и объемом dv в значение индукции в точке наблюдения, отстоящей от 

центра элемента тока на расстояние r (см. рис. 3.15), равен: 
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 
dv

r

rj
dB

34


=     (3.63) 

Полная величина индукции в точке наблюдения от всего замкнутого 

контура, по которому протекает ток I: 

 





= dv

r

rj
B

34
.    (3.64) 

 

 

Рис. 3.15. К иллюстрации закона Био-Савара 

 

При выводе используются два вспомогательных выражения.  

Во-первых, находится градиент скалярной функции ( ) ( )r
r

r 







=

1
: 

3

1

r

r

r
grad −=








,    (3.65) 

откуда 

 
















= j

r
grad

r

rj 1
3

.   (3.66) 

Второе вспомогательное выражение может быть проверено непосред-

ственными вычислениями: 

( )   arotagradarot += ,   (3.67) 

где   скалярная функция, a  - вектор. 

Подставив 








r

1
 вместо   и j  вместо a  , получим: 
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 
jrot
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  (3.68) 

В последнем выражении 0=jrot , поскольку применение оператора 

rot  к вектору плотности тока означает дифференцирование этого вектора по 

направлениям координатных осей при изменении положения точки наблю-

дения (рассматриваются операторы grad  и rot именно этого типа), в то вре-

мя как величина и направление j  от положения этой точки не зависят. С 

учетом этого 

  













=














= dv

r

j
rotdv

r

j
rotB

44
.   (3.69) 

Поскольку 0=Bdiv  и ArotB = , 















=  dv

r

j
A

4
.     (3.70) 

Вычисление векторного магнитного потенциала по (3.70) требует ин-

тегрирования только по объемам, занятым проводниками с током. 

 

Уравнение Пуассона для векторного магнитного потенциала  

 

Ранее, при рассмотрении поля цилиндрического провода с плотностью 

тока, равномерно распределенной по его поперечному сечению, было пока-

зано, что распределение векторного магнитного потенциала описывается 

уравнением Пуассона (см. 3.55). В этом частном случае магнитное поле 

провода было двухмерным, а векторный магнитный потенциал содержал 

только одну компоненту (
zz

AqA = ). Применив тот же прием, что и в рас-

смотренном примере, покажем, что это уравнение описывает распределение 

векторного магнитного потенциала и в общем случае, если в области задачи 

имеются участки с отличной от нуля плотностью тока. 
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Найдем ротор от обеих частей первого уравнения Максвелла, умно-

жив предварительно их на магнитную проницаемость  . С учетом того, что 

ArotB =  получим: 

( ) jArotrotHrot == .   (3.71) 

В частности, для проекции на ось x в декартовой системе координат: 

( )
xx

jArotrot =  .    (3.71) 

Напомним, что проекция ротора некоторого вектора a  на ось коорди-

нат может быть выражена через частные производные этого вектора: 
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В данном случае в качестве вектора a  выступает вектор Arot . Тогда: 
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В последнем выражении можно положить, что 0=Adiv . В противном 

случае, векторный магнитный потенциал можно представить как сумму 

двух составляющих: AAA += , таких, что 0=Adiv  и 0Adiv . Но в этом 

случае ArotArot = , т.к. 0=Arot , поскольку поле вектора A  потенциаль-

но. В результате: 
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Рассматривая проекции на две другие координатные оси, получим си-

стему трех скалярных уравнений, каждое из которых является уравнением 

Пуассона: 
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Таким образом, одно векторное уравнение  

( ) jArotrot −=      (3.74) 

эквивалентно трем скалярным уравнениям (3.73а – 3.73в). 

Для двухмерного поля задача существенно упрощается – как мы уже 

видели, в этом случае векторный магнитный потенциал имеет только одну 

компоненту и, таким образом, вместо трех скалярных уравнений остается 

только одно. Это означает, что, во-первых, значительно возрастают шансы 

найти аналитическое решение задачи, и, во-вторых, при численном реше-

нии, значительно сокращается объем необходимых вычислений. Вот поче-

му, приступая к решению какой-либо полевой задачи, сформулированной 

вначале для трехмерного пространства, следует внимательно рассмотреть 

возможность сведения ее к более простой двухмерной, пусть даже ценой 

снижения точности решения вследствие принимаемых допущений. 

Дальнейшее упрощение уравнений, описывающих магнитное поле, 

получается при рассмотрении областей, в которых отсутствуют источники 

поля, т.е. участки с распределенной плотностью тока. В этом случае уравне-

ние поля называется уравнением Лапласа. Так, например, уравнение Лапла-

са для векторного магнитного потенциала плоскопараллельного поля, сило-

вые линии которого замыкаются в плоскостях, перпендикулярных оси z, вы-

глядит следующим образом: 

0
2

2

2

2

2 =



+




=

y
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x

A
A zz

z
 .    (3.75) 

Расчету так называемых лапласовых полей будут посвящены следую-

щие разделы курса.  
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Относительно численного решения полевых задач 

 

Описание магнитного поля с помощью уравнений второго порядка в 

частных производных, примером которых являются уравнения Пуассона и 

Лапласа, указывает путь к численному решению полевой задачи. Идея за-

ключается в том, что при достаточно подробной дискретизации рассматри-

ваемой области производные от искомой функции с достаточно хорошим 

приближением могут быть заменены конечными приращениями функций и 

их аргументов. Это дает возможность заменить исходное дифференциальное 

уравнение системой алгебраических уравнений, пусть и большого порядка, 

но удобной для решения на вычислительных машинах.  

Рассмотрим в качестве примера представление частных производных 

в численном методе, получившем название метода конечных разностей. 

Этот метод в последнее время редко применяется на практике, но он, пожа-

луй, наиболее удобен для иллюстрации построения алгоритма численного 

метода расчета поля. 

Пусть поле описывается уравнением Лапласа: 
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y
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x

A
A zz

z
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Нанесем на область задачи сетку из горизонтальных и вертикальных 

линий. Для простоты будем считать, что расстояния между линиями одина-

ковы и равны h (рис. 3.16). Точки пересечения линий назовем узлами. Допу-

стим, значения векторного магнитного потенциала в узлах расчетной сетки 

известны (это может быть некоторое приближенное начальное распределе-

ние, задаваемое для того чтобы инициировать вычислительный процесс). 

Тогда для трех узлов, расположенных на одной горизонтальной линии, 

средний из которых имеет координату х, в соответствии с разложением в 

ряд Тейлора имеем: 
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Рис. 3.16. К выводу аппроксимирующих выражений для вторых производ-

ных в методе конечных разностей 
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Аналогично 
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С помощью выражений (3.76) и (3.77) аппроксимируется уравнение, 

описывающее поле. В образующейся системе алгебраических уравнений уз-

ловые значения потенциалов являются неизвестными. Порядок этой систе-

мы, таким образом, оказывается весьма большим (обычным в практике чис-

ленных расчетов полей считается сеточная структура с числом узлов поряд-

ка нескольких десятков тысяч), но поскольку сами уравнения просты, мат-
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рица коэффициентов системы, во-первых, оказывается сильно разреженной, 

а, во-вторых, может быть приведена к ленточной форме, что удобно для вы-

числений. 

В заключение заметим, что наибольшее распространение среди чис-

ленных методов расчета электромагнитных полей нашел метод конечных 

элементов, более подробно о котором будет сказано в дальнейшем. 

 

 


